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算法基础
第五次作业（DDL：2024 年 11 月 5 日 23:59）
解答过程中请写出必要的计算和证明过程

Q1.(20 分) 若正整数序列 a1, a2, . . . , an 满足：

1. a1 = 1;

2. aj ≤ max
1≤i≤j−1

ai + 1, ∀j ∈ [2, n],

我们称这个正整数序列具有限制增性质。
请设计一个多项式时间复杂度的动态规划算法，计算长度为 n 的正整

数序列中满足限制增性质的序列数目。
简述算法过程，给出递归式，并简单分析算法复杂度。不需要说明算法

正确性。
Q2.(20 分) 在 3-划分问题中，目标是将集合 S 划分成 3 个和相等的子集。

例如，
S = {7, 3, 2, 1, 5, 4, 8}
我们可以将集合 S 划分成 3 个子集，每个子集的和为 10。
S1 = {7, 3}
S2 = {5, 4, 1}
S3 = {8, 2}
请设计一个 3-划分问题的动态规划算法, 简述算法过程，给出递归式，

并简单分析算法复杂度。不需要说明算法正确性。
Q3. (30 分) 给定一个整数数组 A[1 : n], 找到一个具有最大和的连续子数组
(子数组最少包含一个元素), 比如数组 [−1, 7,−2, 3] 的一个具有最大和的连
续子数组为 [7,−2, 3].

(a) 基于分治思想设计算法，并分析其时间复杂度（算法时间复杂度不
得超过 O(n logn)）。

(b) 用动态规划的方法在 O(n) 时间内求解该问题, 根据你的思路列出
你用到的边界条件和状态转移方程。

(c) 我们将一维的整数数组扩展到二维的矩阵, 试用动态规划的方法找
到整数矩阵 M[1:m,1:n] 中具有最大和的子矩阵。简要说明你的算法并给出
时间复杂度。
Q4. (30 分) 叠叠乐
(a) 在一次图书漂流活动中，小明需要将收集到的旧书叠起来以充分利用存
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储室的空间。为了保证叠起来的书保持稳定，要求上层书的尺寸（长宽分
别为 p × q）必须严格小于下层书的尺寸（长宽分别为 r × s），即 p < r

且 q < s。此外，为了便于统计书名和书的数量，所有书的书脊必须朝向同
一面（即书的长宽不能调换）。现在已知有 n 本旧书，它们的长宽分别为
ai × bi(1 ≤ i ≤ n, ai > bi)，试设计最坏时间复杂度尽可能优的算法求这些
书最多可能叠多少层。
(b) 积木同样可以堆叠。不过，积木的尺寸有三个维度，分别是长、宽、高。
每块积木都能够以任意方向进行堆叠（即可以选择任意一面作为底面，底面
的长宽也可以调换）。为了保持稳定，要求上层积木的底面（尺寸为 p × q）
必须严格小于下层积木的顶面（尺寸为 r× s），即 p < r 且 q < s，或 p < s

且 q < r。现在已知有 n种尺寸各异的积木（尺寸为 ai× bi× ci(1 ≤ i ≤ n)），
每种尺寸的积木至少有三块，试设计最坏时间复杂度为 O(n2) 的算法求这
些积木最多可能叠多高。


